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STATISTICA

La fisica consiste nello studio di fenomeni a cu si vuole dare una descrizione
quantitativa. In laboratorio quindi si ha:

* osservazioni (misure delle grandezze fisiche)
Fase sperimentale
* relazioni tra le grandezze
Formulazione di una legge:
- Deduzioni
l - Previsioni

|

Verificare
La fase sperimentale quindi sta all’inizio, ma anche a livello di verifica finale.

Incertezze sperimentali

Qualunque misura fisica ha delle incertezze sperimentali, tuttavia devo saperle
valutare per sapere se ho una buona misura.

Ex: misuro la lunghezza (L) di una corda

Posso usare uno strumento piu preciso, ma oltre
,una certa sensibilita non posso andare.

0 24 25 Posso affermare che la misura L € compresa in
? un intervallo: 24<L<25, 24,1<L<24,7,...
L’incertezza e riducibile, ma mai eliminabile.
=4 +b 4 b-a
In generale, se a<L<b allora 2 2

Tipi di misura e caratteristiche degli strumenti di misura
Diretta = ottengo il risultato dal confronto diretto tra grandezza in
Misura \4 esame e unita campione.
\AIndiretta = ottengo il risultato come derivato di una serie di altre
misure. (ex: la velocita si ottiene misurando lo spazio
percorso e il tempo impiegato).

Gli strumenti di misura permettono di confrontare una grandezza con l'unita
campione. A volte permettono di vedere direttamente il risultato, anche se
compiono misure indirette; questo risultato comporta I'uso di:

* rivelatore

* trasduttore

* indicatore
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Ex: sul termometro leggo la temperatura, in questo caso:

- rivelatore = mercurio che si dilata all’laumentare della temperatura.

- trasduttore = tubicino a sezione costante in cui la lunghezza della quantita di
mercurio € proporzionale al suo volume.

- indicatore = scala graduata che fa corrispondere alla lunghezza della colonna
di mercurio, la temperatura in gradi.

Gli strumenti di misura sono caratterizzati da:
Prontezza = tempo necessario perché lo strumento risponda in modo completo
a una sollecitazione.

Intervallo d’'uso = « soglia = minimo valore della grandezza apprezzabile sullo
strumento.
* portata = massimo valore misurabile (€ importante non
oltrepassarlo altrimenti si puo rompere lo
strumento).

Sensibilita = minima variazione della grandezza a cui lo strumento e sensibile.

Precisione = dispersione dei risultati di misure ripetute della stessa grandezza,
cioe I'intervallo in cui sono contenuti i risultati delle misure di una
stessa grandezza.

Quando faccio una misura posso avere errori di sensibilita o errori di precisione.
Gli errori possono essere casuali o sistematici.

Errori casuali = sono dovuti al concorrere di molte cause che rendono il
risultato della singola misura diverso di volta in volta, ma
compreso in un intervallo in cui le misure si distribuiscono. Si
evidenziano ripetendo piu volte le misure e si possono trattare
con metodi statistici. Sono legati alla precisione dello
strumento.

Accuratezza = capacita dello strumento di fornire valori vicini al vero valore
della grandezza. Quando uno strumento non e accurato
introduce errori sistematici, per cui il risultato € in eccesso o in
difetto rispetto alla misura reale.

Errori sistematici = sono dovuti anche a una sola causa e sono legati
all’accuratezza. Non si evidenziano ripetendo le misure,
danno luogo a un risultato che ha una discrepanza rispetto
al valore vero. Per eliminarli bisogna controllare gli
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strumenti utilizzati e le modalita di utilizzo, confrontare lo
strumento con altri, confrontare diversi metodi e procedure,
controllare formule e approssimazioni.

Rappresentazione delle incertezze

* (miglior stima =+ incertezza) unita di misura: (24,5 = 0,5) cm
e intervallo: 24 cm <L < 25 cm

* sbarretta: —_—

| | | g

0 24 25

Ci sono tre modi per esprimere |'errore:

AL =0,5cm (

Errore assoluto: numero e unita di misura)

Errore relativo: (numero puro)

EXlOO:Z

Errore relativo percentuale: L % (numero puro)
Anche se cambiamo le unita di misura, I’errore relativo e I'errore relativo
percentuale rimangono invariati.

Cifre significative = numero di cifre a partire dalla prima cifra diversa da 0.
Ex: 225,3 [] 4 cifre significative

0,025 [J 2 cifre significative

340,0 [] 4 cifre significative

L’incertezza di solito ha una o due cifre significative. Il risultato della misura va
quindi dato in modo che I'ultima cifra significativa del risultato sia dello stesso
ordine di grandezza dell’incertezza.
Ex: 225,3 £ 0,5

230 = 50

Propagazione delle incertezze

Sia z una grandezza derivata dalla misura di altre grandezze x e y, (2= [(x))),
e supponiamo di conoscere Ax e Ay. Quanto vale Az?
Faccio una propagazione delle incertezze: calcolo il limite superiore di Az.

AZ - Zmax _Zmin
2



Barbara Ranghetti 2013

1) 2=x+y

Zow =X+tDx+y+Ay z  =x-Dx+y-LQy
=x+Ax+y+Ay—’x+Ax—y+Ay:2Ax+2Ay

JAV/ 5 > :AX+Ay DAZ:AX+Ay
2)z:x—yDAz:Ax+Ay
3) z=kx (k numero senza incertezze)
Zmax:kX+kAX Zmin:kx_kAx
AZ_kx+kAx—kx+kAx_ZkAx_
2 2 DAz:kAx
Nz kDAx  DAx

in questo caso I'errore relativo vale: 2z  kx X  quindi se moltiplico per un
numero la grandezza, I'errore relativo non cambia.

4) Z =Xy
Znay =(XHDYHDY) 2, = (x = D)y ~ L)

_xy + xAy + yAx + AxAy — xy + XAy + yAx — AxDy — 2xAy + 2 yAx
2 2

Az

= xAy + yAx
0 Az = xAy + yAx
xAy+yAx_g+Q

In questo caso I'errore relativo vale: Xy x oy

X
z=—

5) yDAz:xAy+yAx

Faccio misure ripetute per valutare l'incertezza, come rappresento I'insieme dei
risultati?

estrarre valori significativi (valore centrale e dispersione)

rappresentazione grafica (istogramma)

Esistono varie stime per studiare il valore centrale: sia data una grandezza x e
' ' X.[.
N misure di tale grandezza { '}FLN :

N
>

x=1
N

: X =valore che si & presentato il maggior numero di volte (& collegata
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alla frequenza).

: X = punto di mezzo, cioe la misura che e nel mezzo della sequenza di
risultati (ha un uguale numero di risultati a destra e a sinistra).

Stima di dispersione

N
yd

I d="L—=0
Scarto: & =X X Scarto medio: N

d? =(x,-x)*=0"

Scarto quadratico:
2

il 2 il 2
d: —-X
; :; 1 :;(xl X)

Varianza: N N

Deviazione standard:

6 marzo 2013
La deviazione standard € una grandezza omogenea: ha la stessa unita di
misura della grandezza misurata a cui € associata.
Ci da una stima della dispersione della misura, cioe lI'intervallo che posso

X-0,X+0,

2
costruire prendendo . In questo intervallo sono contenuti i édei

valori di %, e verra usato come indicatore della precisione della misura.
N N
> X Hz X; g
o2 :(XZ)—()?)Z _ = o= O
N UOn O
0 0

U U proprieta della varianza.

Popolazione degli eventi = tutte le misure che posso fare (N~ +oo)

Quando il numero N e piccolo, la formula della varianza finora utilizzata da un
risultato della varianza e della deviazione standard sottostimato.

i(xi _)_C)2
,_ & AN T

Se N & finito e piccolo: N ON -1C
/—/%

Correzione di Bessel
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Supponiamo di avere M valori diversi tra loro, dopo aver fatto N misure, con
. . X .
M<N. Indicate le misure con { k}kzLM, definisco:

. ™« = numero di volte che si & presentato *

m,

“ N

m, =N F, =1
Si ha sempre: Z Z
Si abbia per esempio {17 17,18, 18 18,18,19,19,19,20}.
N=10 e M=4
x, |17 |18 |19 |20
m, | 2 4 3 1
F, 102040301
m, F,

Xp Xy

Con i valori ripetuti le formule di media aritmetica e varianza diventano piu
compatte'

kaxxk y
:— ZF XX,

mk(xk_)?)2 M
; N :;Fk(‘xk—;{)z

C’e un terzo numero significativo che e importante osservare, perché da
informazioni sulla precisione della media ottenuta su N misure:

X

0. =—=

JN

n.b.: %xnon dipende da N;

Ox dipende da N: diminuisce all’aumentare di N.

= fenomeno ripetibile, in teoria, infinite volte, che si
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manifesta secondo diverse modalita, che sono
singolarmente imprevedibili.

= insieme di tutte le possibili modalita di verificarsi del tale
fenomeno casuale. Possono essere in numero finito o infinito.

= verificarsi di uno o piu di queste modalita del verificarsi
del fenomeno.

Ex: lancio un dado. L’evento casuale puo essere:

- esce la faccia 6

- esce una faccia pari

- escono tutte le facce tranne la 1

= numero reale a cui posso associare ogni modalita di
verificarsi del fenomeno.

= il verificarsi di un evento implica il non
verificarsi dell’altro: sono eventi che non
possono verificarsi insieme.

= non E, corrisponde al non verificarsi di E. E e E
sono mutuamente esclusivi e si ha che E+E=S.

= (EN F) o (EXF), e il verificarsi sia di E che di F.
Ex: ho un mazzo di carte,

E = estraggo una carta di fiori

F = estraggo un re

EXF = estraggo un re di fiori

= (EUF) o (E+F), verificarsi di un evento, o dell’altro, o di
entrambi.

La definizione di probabilita non e univoca:
1) definizione assiomatica di Kolmogorov: dati S e E, definisco la probabilita
del verificarsi di E il numero associato univocamente a E, che soddisfa:
) P(E) = 0O
) P(S) =1
IIl) dati E;,E,,...,E, tra loro mutuamente esclusivi, allora P(E; U E,U .. .LE,)

= Z P(Ex)
2) definizione a priori, o classica, di Laplace:
probabilita di un evento casuale = n° dei casi favorevoli al verificarsi
n° dei casi possibili

OP(E)=0
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3)

0P(S) =
O P(E) = 0 se E e impossibile
[1P(E) = 1seE écerto

definizione freqguentista o a posteriori: se ho un evento casuale E, che si
verificato n volte su N prove, allora:

f(E)=— . :
N = frequenza relativa di E.

PE) = Jim {(E)= Jim

Questa definizione e basata sull’avere un evento ripetibile e sul fatto che
le N prove possono essere fatte di seguito o in N repliche.

Legge dei grandi numeri (Teorema di Bernoulli)

Se prendo come definizione di probabilita quella assiomatica, posso dimostrare
che, chiamato M il numero di prove:

06,6>0 (0. ON >M g ha che PIPE)~P(E) >e| <o

Legge della probabilita di E

Supponiamo di conoscere P(E), allora P(E) = 1 - P(E).
E piu facile calcolare la probabilita che qualcosa non succeda.
Dimostrazione: supponiamo che E si verifichi n volte su N.

f(E)=

no N LI
v @ L=1-f(E)

P(E)= lim f(E)=1-P(E)

Legge della probabilita totale

Siano E e F eventi e conosco P(E) e P(F). Mi chiedo cosa sia P(E+F).
Ho 4 casi possibili:

-ExF[Qny -ExFQny, -EXFQnn -ExXF[ny
N = numero di prove.

ExF)="u ExF)="2 ExF)=-2 ExF)=-2
f( )N _f( )N _f( )N _f( )N

f(E+F)=

n, +ny, +n;,+ (n11 - nn) _nytn,, n,+tn, n; o _
= + -—=f(E)+ f(F)-f(EXF
N N N N FEY*+ )= 1 )

q P(E +F)=P(E)+P(F)~ P(EXF)

Se E e F sono mutuamente esclusivi, allora

P(EXF)_ .

Eventi statisticamente indipendenti = il verificarsi di E non dipende dal

verificarsi di F e viceversa.
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Probabilita condizionata P(E|F) = probabilita che si verifichi E essendosi
verificato F. Se E e F sono statisticamente
indipendenti P(E|F)=P(E) e P(F|E)=P(F).

probabilita composta

- n Mg B
f(ElF)_nn +n21D]%I N n11+ = HEXE) f(F)

f(F|E)= D— f(EXF)E-I—
n1+n12 N N n, +n f(E)
f(E><F)—f(E|F)f(F)—f(F|E)f(E)
| Am

P(ExF)=P(E|F)P(F)=P(F | E)P(E)

Se E e F sono statisticamente indipendenti, allora P(E|F)=P(E) e P(F|E)=P(F),
quindi si ha:

P(ExF)=P(F)xP(E)

Esempi:
1) quale e la probabilita di estrarre dal mazzo una carta che non sia un 4 (E) e
che non sia di fiori (F)?
1
P(E)=—
(E) 13
1
P(F)=—
(F) 1

P(EXF)= -

1.1 _9
+ o =

1
4 13 52 13

2) ho due fotocelle, ciascuna delle quali ha una percentuale di funzionamento
del 97%. Qual e la probabilita che il cancello resti chiuso se il segnale e dato
congiuntamente dalle due fotocelle?

P(chiuso) =1- P(E)x P(E) =1~ (0,97)(0,97) = 0,06

Qual e la probabilita che rimanga chiuso se m basta che funzioni almeno una
fotocella?

P(chiuso) =1-(P(E)+ P(E)) =1-((0,97) +(0,97)) = 0,01
Teorema di Bayes
Ho E e ho Fi1 e F,, i quali sono mutuamente esclusivi tra loro.
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P(EXF,) = P(E| F,)P(F,)
P(EXF,) = P(E | F,)P(F,)
P(E) = P(ExF,) + P(EXF,) = P(E | F,)P(F,) + P(E | F,)P(F,)

Calcoliamo P(EIF).
p(F, | Ey = PEIFDP(E) _ P(E| F)P(F,)

P(E) P(E|F)P(F,)+P(E|F,)P(F,)
Esempi:

1) lancio una moneta e esce testa per tre volte di seguito. So di avere in tasca
due monete: una truccata, con due teste, e una giusta. Ne prendo una a caso.
Qual e la probabilita che ho scelto quella giusta o quella truccata?

E= escono 3 teste di seqguito

F1= ho scelto la moneta truccata

F.= ho scelto la moneta giusta

1 1 1. 1.1 1
P(F)=— P(F))=—= P(E|F)=="x—x—_==Z
P(E|F1):1’ (1) 2’ (2) 2, ( | 2) 2 2 2 8
1.1 1
X _ 1
— 8 2 - 16 _
P(F, |E) = ==
(R [E)=9——3 1 1 9

2) P(taxi blu)= 25% P(taxi verde)= 75%

C’é un incidente e il testimone afferma che sia coinvolto un taxi blu. La
probabilita che il testimone dica il vero e del 70%.

E pil probabile che il taxi sia verde o blu?

P(B)= 0,25 P(V)=0,75  P(T|B)= 0,70 P(T|V)= 0,30

P(B|T) = P(T | B)P(B) _ 0,70%0,25 _
P(T | BYP(B) + P(T |V)P(V) ~ 0,70%0,25+0,30 0,75

E pill probabile che il taxi sia blu!

0,44

In generale, se ho F,,F,,...,Fn eventi mutuamente esclusivi:
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La frequenza di probabilita & utile per passare da un istogramma a una
funzione continua. In questo modo ho la probabilita di osservare una misura a
partire da numeri discreti.

Ho una grandezza x e {Xf}fﬂﬂ misure. Se questi valori sono molti, allora li posso
raggruppare in intervalli.

In questo modo ho M intervalli in cui raggruppo i risultati di x, di ampiezza Ak e
valore centrale X.

™ = numero di misure che cadono nell’intervallo k-esimo = frequenza
assoluta
_ My

k .
N = frequenza relativa

M
ZFkAk
L'area rosa € data da: =
— Fk
Densita di frequenza: CAk ] se la metto in ordinata nell'istogramma ottengo
un istogramma normalizzato, per cui:

MZAI( 7 = iAkEIZ—Ik(:l

area = i

Se N [] +x, allora posso prendere un Ak [] 0. Ottengo cosi una distribuzione
quasi continua.

F probabilita di avere misure nell’intervallo k.

(x)
Ak Ak dx probabilita infinitesima.

Sono cosi passato alla funzione continua, che diventa la funzione densita di
probabilita.
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1357 9111315171921232527 293133

Area fucsia = N8k =F, O f(x)dx=dP

b b
J'f(x)dx =J'dP
La probabilita di avere misure di xtraaeb e: @ a
Devono valere le seguenti proprieta:

}of(x)dx =1

(condizione di normalizzazione)
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lim f(x)=0

X — 0o

f(x)20

Se conosco la funzione densita di probabilita (f.d.p.) posso calcolare:

+o0

X= J'x Of (x)dx

valore medio: =

o7 = [(x=%)" f(x)dx
varianza: o

funzione di densita uniforme

u(x)—[t a<x<b
B %) x<a,x>b
1
A=b-a)lt=101 C:b
-a

C non & una costante qualunque.

—

u(x)=[p-q a<x<b
HO x<ax>b

b 2 ﬁ 2 _ 2 _

%= (x 1 dx:D( 1 D:b a” _(b-a)b+a) _a+b
) b-a DEZ b-ar 2(b-a) 2(b-a) 2
(b-a)? _b-a

UZZ—DU =

) 12 V12

11 marzo 2013
Funzione di Gauss
Caratteristiche della funzione densita di probabilita:
1) simmetrica rispetto al valore vero X della grandezza.
2) decrescente all’aumentare dello scarto, preso in valore assoluto.

+o00

f(x)dx =1
3) normalizzata, cioe = :
Cerco una forma analitica precisa:

- X)?
G(X,X,U) :expgr(xiz)g
20 . [0 per soddisfare la condizione di normalizzazione

1
[N

de =
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_ 1 (- X)?
|:lG(X,X,J)—a\/g_[expﬁ e E

La funzione di Gauss e una f.d.p?
- G(x=X)=G(X =X) & simmetrica!
lim 1 H-(x-X) >0 x<X

eX 0 ¢
i (x- X)—~°°0' l H 2 2 E o (X)D

0 x>X [ decrescente!

+00

J'e_zzdz =

o [] questo integrale si risolve nel piano complesso, ma conoscendo
questo risultato si possono ricondurre tutti gli altri integrali in questa forma.

+oo —Z2

erZ Z':i
Ex: , faccio un cambio di variabile: V2 [ dz =./2dz'

J'e‘Z'2 V2dz=2m

+00 _ 2
Iexp%ﬂxﬁ){) Eix =o\2m
e 20 quindi moltiplicando per

Graficamente:

O~N2TT risulta normalizzata!

G(x) e massima per x=X:
Pl

o1 2(x X) (x—X)
G E; 0 =
()= J\/_ 0 20° Bg E: =4 G'(x)=0= x=Xz%0

1

o2

G(X)=
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1
G(X +0)= e 2 =60%G(x)

1
o~ 2T

[] 0 = semampiezza della funzione al 60% rispetto al massimo.

G(x) e o sono inversamente proporzionali: al raddoppiarsi di uno si dimezza

|"altro.
Media:

pi)

X = :EXG(X)dX =J'x T 12 exp H— (X — %1

zZ= X=X - dx =0dz
‘ o
/—/%
1 z
e 20dz =
o\2m
:J’a G- e 2odz+ (X ——e 2odz=——J2m=X
N 21T N 21T 21T
Funzione dispari =0
1 ex H—(x X)*
o’ = J'(x—?()zG(x)dxz J'(x—)_()z o2 H 202
senpio i furioe i Gaus I’area in azzurro rappresenta il 68% dell’area
" ‘ totale, cioé c’e il 68% di probabilita di avere un
| valore di x appartenente all’intervallo
‘ \ X—-0,X+0
i ]
|
1

Teorema del limite centrale
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Date N variabili casuali indipendenti tra loro, yi1,Y2,...,Y¥n, con la f.d.p. di ciascuna

non specificata, con media e varianza conosciuta (ui la media, o7 la varianza).
N

y=)JY
Se prendo la variabile casuale somma: Z , questa ha una f.d.p. che per N

grande, € una gaussiana e si ha:
N N

y = Z/’lz Jy = V4 ai
=1 e i=1

La probabilita che X ~0 <x<X+0¢ del 68%.
La probabilitd che X ~20 <x<X+20 & del 95%.
La probabilita che Xx<X-0Ux>X+0& del 32%.

Funzione di Gauss standardizzata

Distribuzione normale "standardizzata® £ UNa funzione di Gauss in cui X=0 e o=1.
ptx) 1 2
G(z)= e ?
(2) o
Z:x—X
Se prendo 0 passo da G(x) a G(z).

Questo e particolarmente comodo per
conoscere il valore dell’integrale sotto la curva.

erf (t) =]:G(z)dz
Funzione deqli errori = =t
erf(0)=0 ' erf (1) =0,68 ' erf () =1

Ex: X=5, 0=0,3

?= probabilita che x<4,6

(= x—X _ 46-5
o 0,3

Cerco l'area della gaussiana se

0=1,33[]81,65%.

=-1,33

1-0,8165 _ 9,8%
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Se conosco la f.d.p. di una grandezza dal punto di vista analitico, e ho N misure
della grandezza, come trovo la miglior stima dei parametri in modo che la
funzione sia quella che meglio descrive i dati?

Devo trovare la funzione che ha la maggiore probabilita in corrispondenza di
quei parametri.

Principio di massima verisimiglianza
Sia f.d.p. per la grandezza X, che dipende da un insieme di parametri ¢ di
valore sconosciuto. Disponiamo di N osservazioni di X, indipendenti, allora:

L(X;5s X,) = [ (X, ) LF (%,,0)... f (x,,0)

La miglior stima di ¢ € ottenuta da quelle che rendono massima la funzione L.

2
d_L_O ¢* d12’<0
do o ¢
EZIHL N d(nL) =0 ¢@*

Applichiamo il teorema alla gaussiana per dimostrare che X & la migliore stima
in caso di errori solo casuali.

. X T TR . N
Se ho N osservazioni { '}FLN, la probabilita di aver osservato x; e:

1 (x X)* ED = L | H—(x -X)? E

o2t o’ ! o2 H 20°
21 G- X) 1 (x - X)* HH_

InL = Zlng \/_e pH oo % 2 - namﬁn Xp%ﬁ%_
_ (x; —X)
=NI1

n T z
dL. A %xi
E_OD 2 25 X)=00 Z(X -X)=00 zx -NX =00 X:F]l\f =X

Date N misure indipendenti affette da errori casuali, la miglior stima del valore
vero e la media aritmetica.
Analogamente si dimostra che:

N

A _ospor=f
d¢

(x; _X)Z
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13 marzo 2013
Propagazione degli errori
1) formula generale per funzioni in una variabile
2) formula generale per funzioni in piu variabili

Se ho una funzione Y = f(®) derivabile in X, allora:
- iy SR _
y= R+ ®x-X)+= f"(X)(x-x)* _ _
2 [] sviluppo di Taylor
La propagazione degli errori serve per conoscere a priori l'incertezza, senza
dover ripetere le misure.

Mi chiedo quale sia la miglior stima di Y e 9y, se (x; =X) sono piccole:
Oi >y, = f(x) O f )+ f'(®)(x=%)

y=22 =200 2 10, 1O 5 - L= o
J;:z(y]iv—y) Z[f(x)+f(x;r(x %)~ fE)] __’f( S 6 -0 4 rlior
g, =|f'(®)| @,

In generale: ¥ =k’

1 a-1
fr )=k O f(x):kmkx&a —alp o, =
y X

ﬂ:|a‘7
y X

X

Caso di piu variabili: 2~ f(%¥) derivabile nell’intorno di ¥, N volte, e siano
Ui - (Xi _‘)—()’(Yi _y) picco”_

_f __f
2= [uy) = FE* FEE D PO ) goye | 0 o Y
O .o .o O
_:&:Zf(xi’yi)DZBF(X’Y)"'a)_((Xi X)+ay(y1' y)HD
N N

fEDRHLY -0+ L z(y, P Of(%.)
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O _ . of
o2 = > (& -z)’ ng(x’y)Jraf(Xi 0

N

f oy 1D [E)
U o

of __d
_(Xi _X) _(X _X)( i ) ( 1 )
2% 0g Z@a yyaiﬁyye

N

B BB P B 4R,

_ E(Xi ~-X)(Y; —Y) _ Z(Xiyi XY~ XY, +)_(D/_) _
N N

Xy

zxiyi_y%_x%+$:¥_)—<Ey—z[y+m:®)—xiy

Covarianza: N

A differenza della varianza che € sempre positiva, la covarianza puo essere
anche negativa.

Se gli errori sono indipendenti e casuali, ho una somma di termini in cui il
prodotto ha segno che varia e possono annullarsi a vicenda.

Se gli scarti sono indipendenti e per N grande si ha:

I e
0,20 7=f(x3), " 'é%gax ﬁ?é%

2ol
Caso in cui [(y)=z=k&* Eyﬁ Oz [ Ox 0O y

9 I
T —kytane 3 =kapy”

ox

’

Ex: a=1,,B:1_> Z:kB(g/

wg -0 B

s

L N
g=(2m)* = =(21)°LT
Ex: (27 T* 27 [] pendolo

L e T indipendenti. @ =LA =2

00 sommo in quadratura gli errori relativi.
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Caso in cui z = combinazione lineare: Z=ax+by
2 2

%:aagzo %:bﬁa—fzo

ox Ox> ) Gy ay

Z=ax+by

2 - 2 22 2 .2 2 - 2 22 2 .2
"~ =a0o.+b ay+(2abmfxy)D o,=a0,+b0,

Se sono indipendenti la covarianza € uguale a 0.

— — — 2 2
Se a=1,b=10 o, =,/0; +0,

i puc i Z=x+y 0,=,0;+0,
Si pud prendere una gaussiana G(z) con valore centrale 2=X%Y ¢ ~¢ x Ty

o
0, =—=
La deviazione standard della media e stata definita come: \/N,
giustifichiamolo:
N
Z"i +x, +..+
— X X X
X=E— [ 2=X= f(X;,0 Xy) =2 . . _
N N (funzione lineare)
1 1 1 1 g
X, ! Xy vy N° OO N® N N JN

15 marzo 2013
Se %Y:%V sono errori casuali indipendenti:

w=f(xyzv) - w=f(xYyz,Vv) -0, :\/%gaf +.. +é%§af

Possiamo trovare un limite superiore a - utilizzando la disuguaglianza di

Schwartz:
of of
o sawmastﬁag+ fa +2——0, |0
Xy X y z Eﬁx XD y y ax ay Xy
| 0
0o’ < fax+%ayDDazs fax+%ayg
0x dy| " X dy| "
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Ex: ¢=AWl 7= con che precisione devo misurare A di un emettitore che vibra a
v= 500 Hz = 2Hz, se voglio conoscere c con una precisione dello 0,5%?
Ipotizzo che le misure siano indipendenti, gli errori casuali e che posso
descriverle con una Gaussiana.

o 2 o

V== =04% -<=05%
v 500 c

Eb—g EU—H EU—HD JA—0,3%

OcO OAO OvaO

Quanto bene conosco o
o

X

g, = ————
errore assoluto sulla deviazione standard : V2N -1)
1

g =

g

errore relativo sulla deviazione standard : V2(N =1)

Ex: ho una molla (k), con un estremo fissato, e che tiro con una forza F.

F se non conosco k posso ricavarlo con
due metodi:

x=1-1, - aumento la forza e misuro gl

allungamenti.

Se vale la legge di Hooke devo aspettarmi di avere un grafico come quello
riportato sopra, per cui c’é€ una relazione lineare tra F e x.

Dopo aver ripetuto molte misure, posso ottenere un grafico come il seqguente, e
mi chiedo quale sia la retta che meglio interpreta la distribuzione di questi
punti:

\\

Se Y~ A+Bx \}uate e la miglior stima di A e B che posso ottenere dalle N

~

misure di x e y? \\f

In generale: Y = (% a) ]‘“x |
Ipotizzo che le mcertezze di- xgano trascurabili e che le incertezze di y siano

in \\ .

Posso rappresentare |’errore nel gra\fi\c}\rc\gme delle sbarrette verticali:

NN
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Metodo dei minimi guadrati: determino A e B minimizzando la somma
quadratica delle dei punti dalla retta.

(yi - f(xi))z = _A_Bxi)z

Se le misure di y sono affette solo da errori casuali allora questo principio ¢ la
conseguenza dell’applicazione del principio di massima verosimiglianza.

La f.d.p. di osservare il valore i & una gaussiana con Y come valore medio e
: o
varianza "V
-Y)’ . —A-Bx,)’

a\/?T 520 HU\/_ H 20, H

H—(yl A-Bx,)’ E

1 H- (v - A-Bx)’ B:
L(y,m = ‘
N - A-Bx,)’
ln(L):Z%n > X) %
=g o, o 20% =
(yi_A_Bxi)Z

- . . . : Z o’
La miglior stima di A e B e quella che rende massima Vi

N d‘2
X =5

;0-; dove _(yl A_BXI.)Z-
Matematicamente:
(By* _
EOA
Eé . A=A*
Ho ~ B=B*

< Wy —A- BX) 2 _ _ __D i A_ Bxi[
T L T Tt
X' _< 1 . _

0 %X =5 Laly - a-By)(-x)

Yi

P Ui -0, =0
Ipotizziamo che Y y

E ag(AZ—O«:»Zyi—AN—BzxiZO

EL 0>y &-AYx-B)x =0

HoB

18 marzo 2013
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A= N X; —Ez
Chiamato —1 = Usjha che:

A*_ i=1 i=1 i=1 i=1
A
N N N
Nzxzyi _zxizyl
B*: =1 1=1 =1
A
Se gli errori sulle y sono tutti uguali, A e B non dipendono da Iy,

Quale & I'incertezza su A e B (94:95)?

52 %;é aAé , GAEE EZ @Z
o; = g, t.+ " % x- =09 x, J[
Yn dove T T

b

N L0A H
2 2
o, = Z Ho,
YO
N a 1
2 ] 2
JB - Z %:0—3’1
J=1 L
N
>
Op =———0,;
Covarianza: A

A e B NON sono indipendenti, in quanto sono funzione di {X"’yi}, quindi la
covarianza NON e nulla.
Estrapolazione

Ho N misure (x5} . ho misurato dei dati e costruito la retta
y=A+Bx - A*B*,0,,0,,0 4

N
N

N\

Valoresnon misurato, ma estrapolatO (cioe ricavato dalla
N\

retta 7o :‘AiJrB*XO).

< N :
Quale & I'incertezza con <ui determino Yo?
—————— N
Utilizzo la propagazione deglierrori, ipotizzando che gli errori su * siano
N

trascurabili. | N
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Yo = A+ Bx,
g, -\/E%ga +E%H0 +2 y‘)%% AB
* \OoA O B O 00A 6B O

B%BZIDE%BZXO

[0A O 00B O

0o, —\/U +X.07 +2x,0 45

Il valore estrapolato ha un errore maggiore.

Minimi quadrati pesati
Le incertezze sulla y sono diverse tra loro:
- A-Bx,)’

67
) R

g [ A e B dipendono anche da {JYr}_

Z}’, z Xyl
S Z

Caso particolare:
y=mx {Xi’y'}':lN

N[% Fe &y - mXI
X o in Z o, o, Z[yl mX] DO'y’_ =0,
x> 1 & _ ooy rnEs O
om _0__;;2(}’1' mxz)( Xl)_U_jmlzl( 2Xi)’i)+2mxi2%_0
N
N N zxi.yl
0 zx,y,—mzfoOD m ==

i
i
M=
>
TN

1l
JLL\

om 1 — g,
X O-m
ay il 2 ! al 2
! X z X;

19 e lox FAoxF _
EZ; T2y EZU;H“‘
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Riassumendo:

[ = parametri
H a={AB
Ipotesi: ¥~ f(xa) con H a={m
XZ - %[yz - f(xi:a)IZ
2
Minima distanza sommata su tutti i punti = = gy
2
[ox —0
a
0, s Oa=ax
oX° _y
a,

t

Ex; QO=Q 2 ™y Q)=yDt=x

t - BA:an0
Q) =Ine * +InQ, = ——— +1nQ, 0 O nepn y=——+InQ, %:_L
RC ] x=t RC dove RC

[ y=A+Bx

Q =
{t,Q} - Q,,RC -~ ABO %g

ot
1
Bl

20 marzo 2013

_ 1 O (x-X)*
Data XD = o P 20 E

X+o

G(x,X,0)dx =
Intervallo di confidenza = ¥ 68% = probabilita di avere
X-0<x<X+0,

Confidence level
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\ a X+d
Se conosco d:
d | Confidence a=1-CL
level
1 |0,6827 0,3173
o
2 |0,9545 0,0455
o
3 |0,9973 0,0027
o
Se conosco CL:
d Confidence a=1-CL
level
1,640 | 0,90 0,10
1,960 | 0,95 0,05

Questo serve per capire se le misure fatte sono compatibili con il valore
prefissato.

Test sulla compatibilita tra una misura e un valore prefissato:
X

X

misurato e

Non posso dare una risposta assoluta perché la misura ¢ affetta da errori.
Ipotizzo allora che gli errori siano casuali e che siano rappresentabili tramite
una distribuzione di Gauss.

Pongo X :Xatteso.

atteso

X

Quale & la probabilita di trovare una x distante da *awes tanto quanto *misuraw?

Quante o dista dal valore atteso?

X

atteso Xmisuram

o

=t

X, =x,t20, t=2, a=45%
x+to
01- IG(X,X,J)dx =a
Ex: x=to

X atteso X misurato
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Adattamento di una funzione fa un insieme di misure { l’yl}Fl’N
Quanto bene la mia funzione si adatta a un insieme di misure?

a 2
y=fxa) - OX
a

=0->0a*
1. Miglior stima dei parametri della funzione
2. Quanto e buono I'adattamento? Devo trovare la probabilita che

I’adattamento sia soddisfacente a partire dalle ipotesi che faccio.

Se I'adattamento non e buono:
- 0 la~fugzione non e una retta;
- 0 gli errori men_sono cosi piccoli.

~

~
~
L'adattamento si valuta in t@rm-i.ni\statistici con il test del y?:
By:A+Bx =~ - .
hp: 0 {Xi’yi}i=l,N
Y= Gauss
N 5 EDXZ
. _A_BX< -
, Zl(yr 1) @a O sk
= 5 I i .
a)’i ELX =0 B
HoB

X(?SSEVVG[O = X2 (A*’ B*)

N
Z(yi _A*_B*Xi)z
stservato = = 0_2 = N(?)

_— e e e 2 e e e — — — e — — — —

Quanto e piccolo?

Funzione densita di probabilita del x?
Date d variabili casuali, indipendenti, ciascuna con funzione densita di

probabilita di Gauss, con media [ e varianza o?.
d
Z(Xi _:ui)2
X2 - =1 > 20
Ui

[] somma quadratica di scarti standardizzati.
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dl_)ﬁ
2

Pd(XZ):kd(XZ)E_ € dove d = numero di gradi di liberta.
P,x?)
v
k, :].;Pa,()(Z)d)(2 =1
=1 0
1
d=2 kg =———
"%y H
20O
.
XZ

(x2) = (x*Plx?)ax> =d O 0’ =2d

> ridotto ~2

52 _
X_ DX:1

X 2
X

2 2
Quale & la probabilita di trovare X = Xoss?
Pd(XZ)
v

[Rlxlax’
Xoss [0 questo valore e solitamente
riportato in una tabella, sul libro di
statistica.

—

XZ
2 2
Fisso € piccolo a piacere (ex: e=5%). Se P(X" 2 Xoi:d) 2 € 3)10ra il mio valore di

2 2
Xoss & accettabile = accetto I'ipotesi fatta (cioe il valore di Xess & uno dei valori
plausibili per la somma degli scarti standardizzati su variabili casuali
indipendenti):

Ho N misure indipendenti { ”yl}lﬂ’N , gli errori sulle x sono trascurabili.
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Yy =A+BX gascrive le mie misure.

Ho determinato A* e B* a partire dalle misure. Confronto ¥ =A™ *B™X cqon
N
Z(yz _A*_B*Xi)2
XZ — =l
osservato 2
{Xi’yi}i=1,N. Calcolo Ty,
A*= f(x,y)0
EVV_

Quanto vale d? [ d = N-2 = numero di gradi di liberta. 2"~ ()0
variabili indipendenti.

Mi aspetto che se la retta interpreta bene i punti, valgono le ipotesi
2

sts:d’ XOSS:I_

hp - {'Xi’yi}i:LN
Ui g, =0,

A e B si ottengono dalle %Y e non dipendono dalle incertezze 9y,

Supponiamo che le 9y siano tutte uguali.

Prendo per valida, come funzione rappresentativa delle mie misure, y=A+Bx
N
> (v —A*=B*x;)’
= =N-2
o

o y _
Yy come: N-2

Stimo
22 marzo 2013
La media pesata
La misura di una stessa grandezza e ottenuta tramite metodi differenti, con
precisioni diverse.
Xp = ZAE
50 misure indipendenti della stessa grandezza x.

Qual e la miglior stima del valore vero di x? [J applichiamo il principio di
verisimiglianza.

Xg —
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- X)2 -X)?
EXPH_(XA P ) G(xp,X,04) = : eXPH_(XB P )
E| 20, O'B\/27T E‘ 20,

1 O (x, - X)* 1 H—(XB—X)ZE
aA\/EeXpE 202 %JBEQXPE 202

N 0 2 V2
InL=L =1H%Eﬂn[¢xp (X, f) _ (X 5()
20217 0 20, 20,

. OEIXA—X)Z L (= %)’
oL

G(x,,X,0,)=

1
O,N21T

L(x,,xz,X,0,,05)=

E: Z(XA_X)_l_z(XB - X)

207 207
e & X 5 o o =0.x,—0: X +03x, —0.X =0
JA UB
Xa +XBE
2 2
- X — a;XA +J/24XB XU;U/Z\ — A JB
o oyto, oo, 11
O, O
1 1
. ar= . iy
Peso della misura A: A, peso della misura B: B
P,x, +P.x
D Xbest =44 -
PA+PB
X, tXx _
PA:PBDXbesl: A B:X
Se 2
N Xi
>
— i=1 i
Xbest_ N 1l
>
Se ho N misure indipendenti con varianze diverse: =0

Quale e l'incertezza della migliore stima?

X pest 2 X st 2 _ 2 _[0 A 0. Op 0.
o, é”’” 03 =0%. =0T 1% 0T 1% 0°
] [J
] [J

DISTRIBUZIONI DI PROBABILITA’ DI BERNOULLI E DI
POISSON

Se la variabile non e continua, ma corrisponde a valori discreti, come i numeri
interi, allora la funzione diventa una “distribuzione” e la rappresentazione
grafica avviene tramite istogramma a sbarre.

Distribuzione di Bernoulli (o Binomiale)
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Fenomeno descritto da una distribuzione binomiale:

- Un numero n fissato e finito di prove ripetute identiche;
- Ciascuna prova ha solo due possobili risultati: successo o insuccesso;
- La probabilita di verificarsi di un successo, a ogni prova, € la stessa

(costante) = p (g=p-1 € la probabilita di insuccesso).

Qual e la probabilita di ottenere v successi in n prove (essendo p la probabilita
di successo per una prova)? 0svsn

B, ,(v)=?

Ex: quando lancio una moneta ho due possibilita: testa (T) o croce (C).

ho - n=4
p'p:O,S

?= probabilita di successo su quattro lanci.

T T T C
B(3):T rc Ty B(3) = 4/(1-0,5)(0,5)(0,5)(0,5)] = 4(0,5)* =0,25
T CTT
CTTT
T T C C
B(2)=T ¢ c TD B(2) =6(0,5)* =0,375
CTCT
T C T C
CTTC
CCTT

B(1) = B(3) = 0,25
B(0) = B(4) =0,0625

B(v)%
Vv
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it
V)lin —-v)! coefficiente binomiale.

Affinche BV sia una distribuzione densita di probabilita, deve essere

iBnP(v) 1

normalizzata: =

__ (m v = _ —qn =
B - + +1-p)" =1"=1
> B.,(V)= e "A-p)" =(p+q@)" =(p+1-p)” ol

n

v = Zv B(v)=np 0, =+npq =+/np(1-p)

v=l

1
N.B: se 2 3llora la distribuzione binomiale & simmetrica.

Per n [] « la distribuzione binomiale si approssima bene alla distribuzione di

_ 2 _ _
Gauss con X=V ¢ 0" =np(1-p)

b=

Distribuzione di Poisson
Fenomeno raro con media attesa definita:

- Evento che si ripete un numero di volte NON fissato a priori;
- Ha frequenza assoluta media (4) costante in un dato intervallo (di tempo,
di spazio, ecc).

Quale ¢ la probabilita che in un intervallo si verifichino esattamente v eventi,
quando conosco la frequenza media u?

P,(v)
v

Proprieta della distribuzione di poisson:

p,v)=1
= Normalizzata: la serie V= , infatti:
c e H um H M H —
2,° %)'E ) Z%v)'% “ =
. U=y

v
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A N
. P0)=¢”
P)=pule™ = uP(0)
_ey _u
PR === P()

_H
p(3) = 3 P(2)
0 P) :gP(v 1)

P =L P(u=1)=P(u-1)

= Se & intero: quindi #e H~1 sono
equiprobabili.
= Se H<ljlvalore piu probabile &€ sempre 0:
— e ’ “H —
Py(V)—WSB —P(O)

*» Per n[] « la distribuzione di Poisson & ben approssimata da una funzione

di Gauss in cui X=H 0 =4,

Riassumendo:
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25 marzo 2013

« Se la x e continua la sua funzione densita di probabilita € una gaussiana.
Dobbiamo disegnare la gaussiana sopra l'istogramma e vediamo quanto

bene descrive I'insieme delle misure.

P, :Lb:G(x)dx

;: o
-j E, =NILP
o, OJE =N,
i 12 3 4 5 6 7 M ) M 5

" Z(Ok _Ek) Z(Ok Ek)

XZ — =1 — =l
o E,
Ek onsszd, d=M -v

Dove d sono i gradi di liberta e v i vincoli:

- se i parametri della funzione con cui confronto sono noti, ma uso n nel
calcolo degli E, allora v=1.

- se uso una gaussiana definita da X e O calcolati sui valori usati
nell’istogramma, v aumenta di due e allora v=3.

2 _—~ — \
U Xow M=V g6 non vale guesto |I'accordo non e buono.

PO :PXZ >onss’d

Se Py>5% allora I'accordo & accettabile.

« Se la x e discreta la distribuzione di probabilita da utilizzare e la
distribuzione Binomiale o quella di Poisson.



